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Êèíåìàòè÷åñêèå ñâÿçè  
â çàäà÷àõ ïî ìåõàíèêå 

 
Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ êè-

íåìàòè÷åñêàÿ ñâÿçü äâèæåíèÿ èëè òåë ñèñòåìû (íàïðèìåð, òåë, 
ñâÿçàííûõ íåðàñòÿæèìîé íèòüþ), èëè ïðîòÿæ¸ííîãî òâ¸ðäîãî òåëà, 
ãäå èñïîëüçóåòñÿ ïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè 
åãî òî÷êàìè îñòà¸òñÿ ïîñòîÿííûì. Êèíåìàòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìîæåò 
áûòü è áîëåå ñëîæíîé. 

 
Íà äâèæåíèå òî÷åê îäíîé è òîé 

æå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, êàê ïðà-
âèëî, íàëîæåíû íåêîòîðûå îãðàíè-
÷åíèÿ, îáóñëîâëåííûå å¸ ãåîìåòðèåé. 
Íàçîâ¸ì èõ êèíåìàòè÷åñêèìè ñâÿçÿ-
ìè. Èíîãäà ìû ïîëüçóåìñÿ èìè, íå îò- 
äàâàÿ ñåáå â ýòîì îò÷¸òà. Òàê, óñëî-
âèå Z  0 îçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèå 
ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè XY. À ìû 
ïðîñòî ðåøàåì ïëîñêóþ çàäà÷ó, 
ïðèíèìàÿ ýòî óñëîâèå êàê íå÷òî ñà-
ìî ñîáîé ðàçóìåþùååñÿ.  

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå ñâÿçè. 
Êîíöû À è Â íèòè, ïåðåêèíóòîé ÷å-
ðåç áëîê (ðèñ. 1), äâèæóòñÿ òàê, ÷òî 
èõ ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ ñâÿçàíû 
ñîîòíîøåíèÿìè:  

A Bv v   è  A Ba a .   

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îáóñëîâëåíû íå-
ðàñòÿæèìîñòüþ íèòè. Ðàññìîòðèì 
äâå çàäà÷è íà ýòó òåìó 

Ðèñ. 1  
 

Çàäà÷à 1. Òðè êàòåðà, ñâÿçàííûå 
íåðàñòÿæèìûì òðîñîì, òÿíóò áàðæó, 
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2. Ñêîðîñòè 
êàòåðîâ v v v1 2 3, , . Íàéòè âåëè÷èíó 

ñêîðîñòè  áàðæè â ìîìåíò, êîãäà 
óãëû 30 .  

Ðåøåíèå. Íåèçìåííîñòü äëèíû 

òðîñà l  îçíà÷àåò: 

А

В

Ðîìàøêåâè÷ Àëåêñàíäð Èîñèôîâè÷ 
Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû îáùåé ôèçèêè 

Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî èíñòèòóòà ýëåêòðîííîé 
òåõíèêè (òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà).

Àâòîð ðÿäà ïîñîáèé äëÿ øêîëû: «Ìåõàíèêà», 
«Ýëåêòðîäèíàìèêà», «Ìîëåêóëÿðíàÿ ôèçèêà», «Îïòèêà», 

îáúåäèí¸ííûõ â ñåðèþ «Ó÷èìñÿ ðåøàòü çàäà÷è».
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l const,  

l 0.  
Êàíàò ñîñòîèò èç ÷åòûð¸õ ÷àñòåé, 
ïîýòîìó 

l l l l1 2 3 4 0. (1)  

Çäåñü l1   ÷àñòü êàíàòà îò ïåðâîãî 

êàòåðà äî áëîêà áàðæè, l l2 3,   îò 
áëîêà áàðæè äî áëîêà âòîðîãî êàòå-
ðà è îáðàòíî, l4   îò áëîêà áàðæè 
äî òðåòüåãî êàòåðà. 

 

Ðèñ. 2 
 

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî íàòÿ-
æåíèå êàíàòà îäèíàêîâî ïî âñåé åãî 

äëèíå. Äâèæåíèå áàðæè îáåñïå÷èâàåò- 
ñÿ ÷åòûðüìÿ ñèëàìè íàòÿæåíèÿ. Ñèì-
ìåòðè÷íàÿ ãåîìåòðèÿ ñèë (ñì. ðèñ. 3) 
ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî äâèæåíèå 
áàðæè, à çíà÷èò è ñêîðîñòü, ñîíà-
ïðàâëåíû ñ îñüþ õ. 

 
 

Ðèñ. 3 
 

Èçìåíåíèå äëèíû ÷àñòè êàíàòà 

l1 çà âðåìÿ t ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì èç 
ðèñóíêà 4: 

l v v t v v t1 1 1á 1 á cos .  

Èçìåíåíèå äëèí âòîðîé è òðåòüåé 

÷àñòåé êàíàòà çà âðåìÿ t  îäèíàêîâо 
è ðàâí% 

l v v t2 2 á ,  

l v v t3 2 á .  

Íà ÷åòâ¸ðòîì ó÷àñòêå l4  àíàëîãè÷-

íî l1:  

 
 

Ðèñ. 4 
 

l v v t v v t4 3 3á 3 á cos .   

Ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííûå âûðàæå-
íèÿ â óðàâíåíèå (1) 

v v t v v t

v v t

1 á 2 á

3 á

cos 2

cos 0
 

è ïîëó÷àåì: 
v v v vá 1 2 32 1 cos 2 ,  

v v v
v 1 2 3
á

2
.

2 1 cos
 

Îòâåò.
v v v

v 1 2 3
á

2
.

2 1 cos
 

Çàäà÷à 2. Äâå íåðàñòÿæèìûå íè-
òè, ïåðåêèíóòûå ÷åðåç áëîêè, ñâÿçà-
íû â òî÷êå À. Ê ýòîé æå òî÷êå ïîä-
âåøåí íåêîòîðûé ãðóç. Êîíöû íèòåé 
âûòÿãèâàþò ñî ñêîðîñòÿìè v1  è v2,  
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 5. Íàéòè 
âåëè÷èíó ñêîðîñòè óçëà À â ìîìåíò, 
êîãäà óãîë ìåæäó íèòÿìè ïðè óçëå 
À ðàâåí  . 

Ðåøåíèå. Íåðàñòÿæèìîñòü íèòåé 
îçíà÷àåò (ñì. ðèñ. 5), ÷òî 

v v1 1  è  v v2 2 .  

 
 

 Ðèñ. 5 
 

Åñòü ñîáëàçí ñëîæèòü v1  è v2  ïî 
ïðàâèëó âåêòîðîâ, íî ýòî áóäåò 

�

�

vб
v

v

2

3

v1

х

�

�

v1

�

v1б

�

vб

�
А

v1

�

v1

�

v2

v2

�

v

Ôèçèêà
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îøèáêîé: v1  è v2  âñåãî ëèøü ñêî-
ðîñòè óçëà À â íàïðàâëåíèè áëîêîâ 
è ðàâíû ïðîåêöèÿì ñêîðîñòè v  
óçëà À íà ýòè íàïðàâëåíèÿ. Ïîñëå 
ïðàâèëüíîãî âûïîëíåíèÿ ðèñóíêà 
êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçè ñêîðîñòåé 
(ðèñ. 6) îñòà¸òñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ 
÷àñòü çàäà÷è ïî íàõîæäåíèþ ñêî-
ðîñòè óçëà À:   

v v

v v
1

2

,

cos ,

cos .

 

 

 

Ðèñ. 6 
 

Ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ âîç-
ìîæíîñòü ïîòðåíèðîâàòüñÿ â ðåøå-
íèè ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íå-
èçâåñòíûìè ( v,  ,  ).  

À ìû ïîêàæåì ãåîìåòðè÷åñêèé 
ñïîñîá íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû v . 
Âñïîìèíàÿ, ÷òî âïèñàííûé ïðÿìîé 
óãîë îïèðàåòñÿ íà äèàìåòð, ñòðîèì 

îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì v .  Êîíöû 

âåêòîðîâ v1,  v,  v2  è òî÷êà À ëåæàò 

íà ýòîé îêðóæíîñòè. 
Ñäåëàåì äîïîëíèòåëüíîå ïîñòðî-

åíèå. Ïîñòðîèì âåêòîð v v2 1.  Çà-

òåì èç êîíöà âåêòîðà v1  (òî÷êà C) 
âîññòàíîâèì ïåðïåíäèêóëÿð ê âåê-
òîðó v v2 1  (ðèñ. 7) äî ïåðåñå÷åíèÿ 
ñ îêðóæíîñòüþ (òî÷êà B). ßñíî, ÷òî 
îòðåçîê BD òîæå áóäåò äèàìåòðîì 

îêðóæíîñòè (BC  CD), à CBD  

CÀD  , òàê êàê îíè îáà âïè-

ñàííûå è îïèðàþòñÿ íà îäíó è òó 
æå äóãó.  

Èç òðåóãîëüíèêà ÂÑD íàõîäèì: 
CD

BD ,
sin

 èëè, ïåðåõîäÿ ê äàííûì 

óñëîâèÿ: 

v v
v 2 1 .

sin
 Ëàêîíè÷íàÿ êðà-

ñèâàÿ ôîðìóëà. Îñòà¸òñÿ âûðàçèòü 

v v2 1  èç òðåóãîëüíèêà ÀÑD, âîñ-

ïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé êîñèíóñîâ: 

v v v v v v2 2
2 1 1 2 1 22 cos .  

Îêîí÷àòåëüíî: 

v v v v
v

2 2
1 2 1 22 cos

.
sin

 

Îòâåò. 
v v v v

v
2 2
1 2 1 22 cos

sin
. 

 
 

Ðèñ. 7 
 

Çàäà÷à 3. Äâå òîíêèå ñïèöû 1 è 
2, ðàñïîëîæåííûå â îäíîé ïëîñêî-
ñòè, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Î ïîä óã-
ëîì .  Â íåêîòîðûé ìîìåíò ñïèöó 1 
íà÷èíàþò ïåðåìåùàòü ïîñòóïàòåëü-
íî ñî ñêîðîñòüþ v1  â íàïðàâëåíèè, 

ïåðïåíäèêóëÿðíîì ñïèöå, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñ. 8. Îäíîâðåìåííî àíàëî-
ãè÷íûì ñïîñîáîì íà÷èíàþò ïåðå-
ìåùàòü ñïèöó 2 ñî ñêîðîñòüþ v2 .   

Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ v  ïåðåìåùàåòñÿ 
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñïèö? 

À
�φ

�

v2

�

v2

�

v
�

v

А

C

D

B
�

�

v2

2 1v v�
� �

�

1v
�

v
�

Ôèçèêà
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Ðåøåíèå. Íà ðèñ. 8 ïóíêòèðîì 
èçîáðàæåíû ñïèöû 1 è 2 â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè ñ ïåðåñå÷åíèåì 
â òî÷êå Î. Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïî-
êàçàíû ïîëîæåíèÿ ñïèö (1  è 2 ) ÷å-
ðåç îäíó ñåêóíäó. Çà ýòó ñåêóíäó 
òî÷êà  ïåðåñå÷åíèÿ  ïåðåìåñòèëàñü   â  
ïîëîæåíèå Î . Âåêòîð v,  ïðîâåä¸í-

íûé èç Î â Î , è åñòü èñêîìàÿ ñêî-
ðîñòü. Ðèñóíîê ïîêàçûâàåò óæå çíà-
êîìóþ êèíåìàòè÷åñêóþ ñâÿçü ñêîðî-
ñòåé v  v   v1 2, è  (çàäà÷à 2, ðèñ. 6). 

Ïîýòîìó ðåøàòü, ñîáñòâåííî, íå÷åãî. 
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî óãîë ìåæäó âåêòîðà-
ìè v1  è v2  ðàâåí 180 ,  èìååì: 

v v v v
v

v v v v

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

2 cos 180

sin

2 cos
.

sin

 

Îòâåò. 
v v v v

v
2 2
1 2 1 22 cos

sin
. 

 
 

Ðèñ. 8 

Â ðåøåáíèêàõ ïî ôèçèêå ÷àñòî 
âñòðå÷àåòñÿ òàêàÿ çàäà÷à. 

Çàäà÷à 4. Ïî äâóì âçàèìíî ïåðïåí- 
äèêóëÿðíûì ñîñòàâëÿþùèì ñêîëüçÿò 
ìóôòû À è Â, øàðíèðíî ñâÿçàííûå 
ñòåðæíåì ÀÂ. Êàêîâà ñêîðîñòü ìóô-
òû Â, êîãäà óãîë ìåæäó ñòåðæíåì è 
íàïðàâëÿþùåé ñ ìóôòîé Â ðàâåí  

,  à ñêîðîñòü ìóôòû À ðàâíà Av  
(ðèñ. 9)?  

 
 

Ðèñ. 9 
 

Ýòó çàäà÷ó íå èìåëî áû ñìûñëà 
ïðèâîäèòü, òåì áîëåå, ÷òî â òåõ æå 
ïîñîáèÿõ ïðèâîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå 
ñïîñîáû ðåøåíèÿ, åñëè áû îíà íå 
äàâàëà ïîâîäà îáðàòèòü âíèìàíèå íà 
êèíåìàòè÷åñêóþ ñâÿçü ñêîðîñòåé 
ìóôò. 

Ïîÿñíèì ñêàçàííîå ñ ïîìîùüþ 
ïðîñòåéøåé çàäà÷è íà ýòó òåìó.  

Çàäà÷à 5. Êàðàíäàø ÀÂ ñâîáîä-
íî ñêîëüçèò ïî ïîâåðõíîñòè ñòîëà.  
Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ñêî-
ðîñòü êîíöà À ðàâíà Av  è ñîñòàâëÿ-

åò óãîë  ñ íàïðàâëåíèåì ñòåðæíÿ 
êàðàíäàøà. Ñêîðîñòü êîíöà Â â ýòîò 
æå ìîìåíò B Av v2 .  Íàéòè óãîë  

ìåæäó ñêîðîñòüþ êîíöà Â è íàïðàâ-
ëåíèåì ñòåðæíÿ êàðàíäàøà (ðèñ. 10). 

Ðåøåíèå. ×òîáû êîíåö À íå «äî-
ãîíÿë» êîíåö Â èëè íå «îòñòàâàë» îò 
íåãî, íàäî, ÷òîáû ñêîðîñòè êîíöîâ  â 
íàïðàâëåíèè ñòåðæíÿ áûëè îäèíà-
êîâûìè. Èç ðèñóíêà ÿñíî, ÷òî 

A Bv vcos cos .  

�1

О

�

1

�2

2

�

v2

�

v1

�O

В

Av

A

Ôèçèêà
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Ðèñ. 10 
 

Ýòî è åñòü êèíåìàòè÷åñêàÿ ñâÿçü 
äâèæåíèÿ êîíöîâ ñòåðæíÿ, îáóñëîâ-
ëåííàÿ åãî íåðàñòÿæèìîñòüþ. 

Çàêàí÷èâàÿ çàäà÷ó, íàõîäèì: 

A Av vcos 2 cos  è 
cos

cos .
2

 

Çàìåòèì, ÷òî âîçìîæíû äâà 
íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè êîíöà Â 
(ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íàïðàâ-
ëåíèÿ ñòåðæíÿ), íî ýòî íå âëèÿåò íà 
ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå.  

Îòâåò. 
cos

cos .
2

     

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé çàäà- 
÷å 4, ïîíèìàåì, ÷òî ýòî ïîâòîðå- 
íèå çàäà÷è ïðî êàðàíäàø, òîëüêî â  
èíîé ôîðìóëèðîâêå. Íåðàñòÿæèìîñòü 
ñòåðæíÿ ÀÂ ñíîâà îçíà÷àåò ðàâåí-
ñòâî ñêîðîñòåé êîíöîâ â íàïðàâëå-
íèè ñòåðæíÿ (ðèñ. 11):  

B Av vcos sin  è B Av v tg .  

Îòâåò. B Av v tg .  

 

 
Ðèñ. 11 

Çàäà÷à 6. Ïðàâèëüíûé (ðàâíî-
ñòîðîííèé) òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ñêîëü-
çèò ïî ïîâåðõíîñòè ñòîëà. Ñêîðîñòü 
âåðøèíû À ðàâíà v  è íàïðàâëåíà ê 
âåðøèíå Â. Ñêîðîñòü âåðøèíû Â 
ðàâíà v2 . Íàéòè âåëè÷èíó ñêîðîñòè 

Cv  âåðøèíû Ñ. 
Ðåøåíèå. Íåðàñòÿæèìîñòü ñòî-

ðîíû ÀÂ òðåóãîëüíèêà îçíà÷àåò, ÷òî 
ñêîðîñòü âåðøèíû Â â íàïðàâëåíèè 
ýòîé ñòîðîíû ðàâíà Àv .  Òàê êàê Âv  

ïî ìîäóëþ â äâà ðàçà áîëüøå Àv , 
ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî óãîë ìåæäó íèìè 
ðàâåí 60 , à ýòî çíà÷èò, ÷òî Âv  

íàïðàâëåíà âäîëü ñòîðîíû ÑÂ.  
Èç ðèñóíêà 12 ïîíÿòíî, ÷òî ñêî-

ðîñòü âåðøèíû Ñ â íàïðàâëåíèè 
ñòîðîíû ÂÑ ïî ìîäóëþ ðàâíà v2 ,  à 
â íàïðàâëåíèè ñòîðîíû ÀÑ ðàâíà 
(ïî ìîäóëþ) 

v v
1

cos60 .
2

 

 
 

Ðèñ. 12 
 

Íî òàêàÿ êàðòèíêà âñòðå÷àåòñÿ 
óæå â òðåòèé ðàç (çàäà÷è 2 è 3)! Ïî-
ýòîìó áóäåò ïîçâîëèòåëüíî îïÿòü 
âîñïîëüçîâàòüñÿ ãîòîâîé ôîðìóëîé:   

�

�

А

В
Av

Bv

Bv

�

�

В

�

Bv
�

AvA

�

Bv

�

Av

�

Cv
�60

А

В

С

Ôèçèêà
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C
v v v v

v

v v v
v

2 2

2 2 2

2 0,5 2 2 0,5 cos120

sin120

4 0,25 2 cos60
7;

sin60
     ×òîáû íå óñëîæíÿòü ðèñ. 12, 
ìû íå èçîáðàçèëè íà í¸ì âòîðîé 
âîçìîæíûé âàðèàíò íàïðàâëåíèÿ 

ñêîðîñòè  Âv .  Ðàññìîòðèì  åãî  îò-
äåëüíî.  

Ïðè òîé æå ñêîðîñòè â íàïðàâ-
ëåíèè ñòîðîíû ÀÂ ñàìà ñêîðîñòü Âv  

â ýòîì âàðèàíòå íàïðàâëåíà ïàðàë-
ëåëüíî ñòîðîíå ÀÑ (ðèñ. 13).  

 

 
   

 

Ðèñ. 13 
 

Òåïåðü ïðîùå âñåãî íàéòè ñêî-
ðîñòü Cv  ñ ïîìîùüþ ìãíîâåííîé 

îñè âðàùåíèÿ. Îíà ëåæèò íà ïåð-
ïåíäèêóëÿðå ê Âv . È äàæå íå 

íóæíî èñêàòü ïîëîæåíèå ñàìîé 
ìãíîâåííîé îñè. Äîñòàòî÷íî òîãî, 
÷òî ëþáàÿ òî÷êà ïåðïåíäèêóëÿðà 
ÂD ðàâíîóäàëåíà îò âåðøèí À è Ñ, 
îòêóäà ñëåäóåò 

C Àv v v.  

Îòâåò.  1) Cv v 7;  2) Cv v.  

Åñëè â çàäà÷å ïðåäëàãàåòñÿ âçà-
èìîçàâèñèìîå äâèæåíèå äâóõ òåë, 

êèíåìàòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìîæåò áûòü 
áîëåå ñëîæíîé. 

Çàäà÷à 7. Íà ãîðèçîíòàëüíîì 

ñòîëå ëåæèò êëèí ñ óãëîì  ïðè 
ïðèëåãàþùåé   ê   ñòîëó   ãðàíè   
(ðèñ. 14).  

 

 
 

Ìàññà êëèíà Ì. Ñ êëèíà ñî-
ñêàëüçûâàåò áðóñîê ìàññîé m. Ïðå-
íåáðåãàÿ òðåíèåì ìåæäó âñåìè ñî-
ïðèêàñàþùèìèñÿ ïîâåðõíîñòÿìè, 
íàéòè óñêîðåíèå êëèíà.  

Ðåøåíèå. Ïðîäåëàåì íåáîëüøîé 
àíàëèç. Ïðè äâèæåíèè áðóñîê áóäåò 
«âûäàâëèâàòü» êëèí âëåâî, ïîýòîìó 
ñàì áóäåò ïåðåìåùàòüñÿ ê ñòîëó ïîä 
óãëîì, áóëüøèì .  Ýòî çíà÷èò, ÷òî â 
çàäà÷å áóäåò øåñòü íåèçâåñòíûõ 
(ðèñ. 15): 

 

Ðèñ. 15 
 

aã   ãîðèçîíòàëüíîå óñêîðåíèå 

áðóñêà, 
àâ   âåðòèêàëüíîå óñêîðåíèå 

áðóñêà, 
àê   óñêîðåíèå êëèíà, 

Ðèñ. 14
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N  ðåàêöèÿ îïîðû êëèíà íà 
áðóñîê, 

Fä   ñèëà äàâëåíèÿ áðóñêà íà 

êëèí, 
N   ðåàêöèÿ îïîðû ñòîëà íà 

êëèí. 
Ìíîãîâàòî, íî íå ñòðàøíî. 
Ñîãëàñíî çàêîíàì êëàññè÷åñêîé 

ìåõàíèêè Íüþòîíà, â íàøåì ðàñïî-
ðÿæåíèè òðè óðàâíåíèÿ: 

N mg maá  (äëÿ áðóñêà), 

F Mg N Maä ê  (äëÿ êëèíà), 

F Nä  (òðåòèé çàêîí Íüþòîíà).  

Â ïðîåêöèÿõ íà îñè X è Y âåê-
òîðíîå óðàâíåíèå äëÿ áðóñêà äà¸ò 
äâà ñêàëÿðíûõ: 

N maãsin ,           (1) 

mg N maâcos .        (2) 

Óðàâíåíèå äëÿ êëèíà èìååò 
ñìûñë ïðîåöèðîâàòü òîëüêî íà ãîðè-
çîíòàëüíîå íàïðàâëåíèå (ïðîåêöèÿ 
íà âåðòèêàëüíîå íàïðàâëåíèå òîëüêî 
äîáàâëÿåò íåèçâåñòíîå N ): 

N Maêsin              (3)  

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðàâåíñòâîì 

N Fä ).  

Èòàê, ó íàñ îñòàëîñü òðè óðàâ-
íåíèÿ (1), (2), (3) ñ ÷åòûðüìÿ íåèç-
âåñòíûìè à à à Nã â ê, , , .  

Î÷åâèäíî, ÷åòâ¸ðòûì óðàâíåíè-
åì ïîñëóæèò êèíåìàòè÷åñêàÿ ñâÿçü. 
Äëÿ ýòîãî èçîáðàçèì ñèñòåìó â íà- 
÷àëüíûé è â êîíå÷íûé ìîìåíòû ñî-
ñêàëüçûâàíèÿ (ðèñ. 16).  

Èç ðèñóíêà ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, 
êàê ñâÿçàíû ïåðåìåùåíèÿ (à çíà÷èò, è 

óñêîðåíèÿ) áðóñêà è êëèíà:   
a t

a

a aa ta t

2
â

â
22

ã êêã

2tg . (4)

2 2

 

Ýòî è åñòü ÷åòâ¸ðòîå, íåäîñòàþ-
ùåå óðàâíåíèå. 

Ïðåäîñòàâèì ÷èòàòåëþ ñàìîñòî-
ÿòåëüíî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé 
(ýòî ïîëåçíî), à ìû ïðèâåä¸ì ãîòî-
âûé îòâåò. 

Îòâåò. 
mg

à
m M

ê 2

sin 2
.

2 sin
 

 

 

Ðèñ. 16 
 

Êèíåìàòè÷åñêàÿ ñâÿçü ñêîðî-
ñòåé íåðåäêî îáëåã÷àåò ðåøåíèå 
çàäà÷ íà ñòîëêíîâåíèÿ.  

Çàäà÷à 8. Ïî ãëàäêîé ãîðèçîí-
òàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñêîëüçèò 

ñòàëüíîé øàð ðàäèóñà R. Íà åãî 
ïóòè âñòðå÷àåòñÿ òâ¸ðäàÿ ñòóïåíü-
êà. Íàéòè ìèíèìàëüíóþ âûñîòó 
ñòóïåíüêè, ïðè êîòîðîé øàð íå 

ñìîæåò «çàïðûãíóòü» íà ñòóïåíüêó, 
êàê áû íè áûëà âåëèêà åãî ñêî-
ðîñòü. Óäàð î ñòóïåíüêó ñ÷èòàòü 
àáñîëþòíî óïðóãèì. 

Ðåøåíèå. Ïðè àáñîëþòíî óïðó-
ãîì óäàðå î ðåáðî ñòóïåíüêè íà- 
÷àëüíàÿ ñêîðîñòü (ïîñëå óäàðà) è 
ñêîðîñòü øàðà äî óäàðà îäèíàêîâû 
(ðàçóìååòñÿ, ïî ìîäóëþ). Ýòî ñëå-
äóåò èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè. Ñèëîâîå âîçäåéñòâèå íà øàð 
ïðîèñõîäèò íîðìàëüíî ê ïîâåðõ-
íîñòè øàðà, òî åñòü íàïðàâëåíî 
ðàäèàëüíî ê öåíòðó. Ïî çàêîíó 
Íüþòîíà 

F t m v,  

âåêòîð v  èìååò òî æå íàïðàâëå-

íèå, ÷òî è F.  
Òåïåðü ìîæíî âûïîëíèòü ðèñó-

íîê 17 ñ ó÷¸òîì ñêàçàííîãî.  

г
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Ðèñ. 17 
 

×åðåç êîíåö âåêòîðà v  ïðîâîäèì 
ëèíèþ ÀÂ, ïàðàëëåëüíóþ âåêòîðó F.  
Ðàäèóñîì, ðàâíûì ,v  ïðîâîäèì äó-

ãó îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì Î äî ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñ ÀÂ è â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ 
çàìûêàåì òðåóãîëüíèê: 

v v v,  

ãäå v  íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü øàðà 
ïîñëå óäàðà. Äóãàìè îòìå÷åíû óã-
ëû, ðàâíûå .  

Âîò, ñîáñòâåííî, è âñ¸. Øàð 
ìîæåò «çàïðûãíóòü» íà ñòóïåíüêó, 
åñëè ñêîðîñòü v  èìååò ñîñòàâëÿ-

þùóþ vã  â ñòîðîíó ñòóïåíüêè. 

Íàäî òîëüêî ïîäîáðàòü äîñòàòî÷íî 
áîëüøóþ ñêîðîñòü øàðà v,  ÷òîáû 
çà âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî ãîðèçîíòàëè 
øàð óñïåë ïîäíÿòüñÿ íà âûñîòó 
ñòóïåíè. 

À âîò ÷òîáû øàð âîîáùå íå ñìîã 
ïðåîäîëåòü ñòóïåíüêó, äîñòàòî÷íî, 
÷òîáû ñêîðîñòü v  áûëà íàïðàâëåíà 
âåðòèêàëüíî. Ýòèì è îïðåäåëÿåòñÿ 
ìèíèìàëüíàÿ âûñîòà ñòóïåíüêè, íå 
«ïðîïóñêàþùàÿ» øàð äàëüøå. Ïðè 
ýòîì óãîë 45  (ðèñ. 18).  

Äàëüøå ïðîñòîé ðàñ÷¸ò: 
 

R
h R R0,29 .

2
 

Îòâåò. h R0,29 . 

 
 

Ðèñ. 18 
 

Çàâåðøèì ðàññêàç î êèíåìàòè÷å-
ñêèõ ñâÿçÿõ åù¸ îäíîé çàäà÷åé íà 
ñòîëêíîâåíèÿ. 

Çàäà÷à 9. Ïî ãëàäêîé ãîðèçîí-
òàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñòîëà äâèæóò-
ñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó (ïàðàë-
ëåëüíûìè êóðñàìè) äâå øàéáû îäè-
íàêîâîé òîëùèíû (ðèñ. 19). Ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó ëèíèÿìè äâèæåíèÿ öåí-
òðîâ øàéá â ïîëòîðà ðàçà áîëüøå 
ðàäèóñà ïåðâîé øàéáû: b R11,5 .  
Ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ïåðâîé øàéáû 
â ÷åòûðå ðàçà áîëüøå ïëîòíîñòè 
âòîðîé øàéáû: 1 24 . Ìàññû øàéá 
è èõ ñêîðîñòè îäèíàêîâû. Íà êàêîé 
óãîë ïîñëå àáñîëþòíî óïðóãîãî ñòîëê-
íîâåíèÿ îòêëîíÿòñÿ ñêîðîñòè øàéá? 

 
 

Ðèñ. 19 
 

Ðåøåíèå. Èìïóëüñû øàéá ïî âå-
ëè÷èíå  îäèíàêîâû  ( m m m1 2 ,  

1v v v2 )  è ïðîòèâîïîëîæíî íà- 

ïðàâëåíû, çíà÷èò, èìïóëüñ ñèñòåìû 
ðàâåí íóëþ. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ 
èìïóëüñà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëå ñòîëê-

F
�

α

v
�

v�
�

A

B

v�
�

v�
�

F
�

45�

v
�

v�
�

b

ρ
1

R1

R2

ρ
2

Ôèçèêà



33
Потенциал. Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. Èíôîðìàòèêà ¹ 09 (105) 09.2013

íîâåíèÿ îí òàêæå áóäåò ðàâåí íóëþ. 
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî øàéáû ðàçëåòÿòñÿ 
â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ ñ 
ðàâíûìè èìïóëüñàìè. À èç çàêîíà 
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ÿñíî, ÷òî è ïî 
âåëè÷èíå èìïóëüñû íå èçìåíÿòñÿ. 
Íî çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äîïóñêàþò 
ëþáîé óãîë îòêëîíåíèÿ ñêîðîñòåé 
ïîñëå ñîóäàðåíèÿ. Âûðó÷àåò ðèñó-
íîê êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçè «ïðè-
öåëüíîãî ïàðàìåòðà» b ñ ðàäèóñàìè 
øàéá ïðè ñîóäàðåíèè.  

Íî ïðåæäå âñåãî íàéä¸ì ðàäèóñ 
âòîðîé øàéáû:     

m h R h R2 2
1 1 2 2 ,  

îòêóäà 

R R R1
2 1 1

2
2 .  

Ýòî ñîîòíîøåíèå ðàäèóñîâ ó÷òå-
íî íà ðèñóíêå 20.     

Ñèëîâîå âîçäåéñòâèå F t íà âòî-
ðóþ øàéáó íàïðàâëåíî ïî ëèíèè öåí-
òðîâ. Ýòî æå íàïðàâëåíèå, ñîãëàñíî 
çàêîíó Íüþòîíà, èìååò âåêòîð p . 
Âûïîëíèâ ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíèêà 

p p p2 2  

òî÷íî òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåé 
çàäà÷å, è îòìåòèâ âñå óãëû, ðàâíûå 

,  íàõîäèì óãîë îòêëîíåíèÿ  ñêî-

ðîñòè âòîðîé (à çíà÷èò, è ïåðâîé) 
øàéáû: 

180 2 .  
Óãîë  ëåãêî íàõîäèòñÿ èç ïðÿ-

ìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÎÎ   
(ñì. ðèñ. 20), â êîòîðîì ãèïîòåíóçà 
OO R R R R R1 2 1 1 12 3 ,  à êà-

òåò 11,5 .OA b R  Çíà÷èò, óãîë 30 .  

Òàêèì îáðàçîì, óãîë îòêëîíåíèÿ 
ñêîðîñòè øàéáû ïîñëå ñîóäàðåíèÿ 

180 2 30 120 .  

Îòâåò. 120 . 
 

 
 

Ðèñ. 20 
 

Íàäååìñÿ, ÷òî ýòà ñòàòüÿ îêàæåò-
ñÿ ïîëåçíîé äëÿ ðàçâèòèÿ ôèçè÷å-
ñêîãî ìûøëåíèÿ øêîëüíèêà, ñ èíòå-
ðåñîì îñâàèâàþùåãî êóðñ ôèçèêè. 

Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор 
Çäåñü ïîæàðíèêè çàíèìàòüñÿ áóäóò

Îäíàæäû çà äâå ìèíóòû äî íà÷àëà ñåìèíàðà Ë.Ä. Ëàí-
äàó íà ïîðîãå çàëà, â êîòîðûé îí òîëüêî ÷òî âîø¸ë, ïîÿâèë-
ñÿ ïîæàðíèê è ãðîìêî îáúÿâèë:

 Äàâàéòå óõîäèòå, ðåáÿòà,  çäåñü ïîæàðíèêè çàíè-
ìàòüñÿ áóäóò.

 Áåçîáðàçèå!  âîçìóòèëèñü ñîáðàâøèåñÿ íà ñåìèíàð 
ôèçèêè-òåîðåòèêè è òîëïîé 
íàïðàâèëèñü îòñòàèâàòü ñâîè 
ïðàâà íà çàë.

Òóò «ïîæàðíèê» ñíÿë êà-
ñêó è óñû. Èì îêàçàëñÿ àêà-

äåìèê Àðêàäèé Áåéíóñîâè÷ Ìèãäàë, êîòîðûé ëþ-
áèë ðàçíîãî ðîäà øóòêè è ðîçûãðûøè. Èõ öåíèëè 
è äðóãèå ó÷àñòíèêè ñåìèíàðà Ëàíäàó  îíè âåñåëî 
ïîðàäîâàëèñü òàêîìó èñõîäó «êîíôëèêòà». 
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